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O algoritmo de Gale-Shapley

Em varios problemas cotidianos, os precos nao podem ser um
mecanismo de alocacao de recursos. Por exemplo, a atribuicéo de 6r-
gdos humanos a pacientes para transplante, por motivos éticos, nio
pode ser regulada por pagamentos financeiros, dando prioridade a
quem possa pagar mais.

Nos estudaremos a questao de estabilidade nas resolugoes des-
ses problemas. Exemplo de sua aplicacio é a promocéo, de forma abs-
trata, de pares perfeitos (envolvendo, assim, dois conjuntos de agen-
tes), como de unides entre homens e mulheres, estudada a partir do
questionamento: “Como deve ser combinada uma mesma quantidade
de homens e mulheres da melhor forma possivel, respeitando suas
preferéncias individuais?”.

A solugido encontrada por David Gale e Lloyd Shapley (1962)
foi a utilizacdo de regras pré-estabelecidas segundo um algoritmo,
ou procedimento formado por passos ou etapas. Esse algoritmo ba-
sela-se no “principio da aceitacido postergada” (em inglés deferred
acceptance), isto é, as propostas de casamento somente serdo defini-
tivamente aceitas ao final do processo.

1.1 Conceitos de estabilidade e bloqueio

Vamos considerar a situacdo em que, havendo dois conjuntos
de individuos ou agentes, estes devam ser combinados uns com os
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outros da melhor forma possivel, formando uma bijecéo (correspon-
déncia um a um) entre os dois conjuntos, chamada emparelhamento.

= Definicao: O emparelhamento é instdvel se houver um agen-
te A pareado a um agente X, mas que preferiria estar com um
agente Y, que também o preferiria. Nessa situacio, ha um “ga-
nho inexplorado”, uma vez que, se A se unisse a Y, ambos esta-
riam em uma melhor situacido segundo suas preferéncias.

= Definicao: O emparelhamento é estdvel se nio for instavel.

No seguinte exemplo, temos 3 homens e 3 mulheres: Xavier (X);
Yuri (Y); Zé (Z); Ana (A); Beatriz (B) e Carolina (C). Cada indivi-
duo tem uma lista de preferéncias, em que ordena os individuos do
grupo oposto (com a utilizagao do simbolo “>”):

Xavier: B>(C>A Ana: X>7Z>Y
Yuri: A>C>B Beatriz: X>Y>7Z
Zé: B>C>A Carolina: Y>X>7Z

Isso significa que Xavier prefere Beatriz, depois Carolina, e,
por ultimo, Ana.

A partir desses elementos, quais combinacdes entre homens e
mulheres seriam possiveis? Quais desses emparelhamentos seriam
adequados segundo a descrigdo acima de estabilidade?

Contamos trés opcdes de esposa para o primeiro homem, sobran-
do duas para o segundo, e, depois, uma para o terceiro, de modo que,
multiplicando esses nimeros, ha seis emparelhamentos possiveis:

1) X—A:Y-B,Z-C 4 X-B.Y-C.Z-A
@ X-A:Y-C,Z-B 5) X-C.Y-A:Z-B
3 X-B,Y-A;Z-C 6 X-C,Y-B,Z-A

Dentre essas seis possibilidades, podemos verificar pareamen-
tos instaveis e estaveis, de acordo com a ideia de ganhos perdidos
ou nao.
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As alocacgdes que reunem dois agentes que se preferem mu-
tuamente sdo a 3 e a 4; 1sso porque as demais alocac¢ées ndo com-
binam Xavier e Beatriz, agentes que precisam, necessariamente,
estar juntos porque se preferem mutuamente. Logo, o par (Xavier,
Beatriz) bloqueia a formacao de qualquer combinagao de casais que
nao o una.

= Definicao: Um par de bloqueio é, como (A,Y) na definicédo
de instabilidade acima, um par de agentes que preferiria es-
tar pareado entre si a seus respectivos pares.

Além disso, um emparelhamento pode ser considerado blo-
queado por um agente se, para ele, tal alocacio for absolutamente
Inaceitavel, isto é, pior do que continuar sem combinacio. No caso
do problema do casamento, trata-se da preferéncia por permanecer
solteiro, uma variacédo do problema que estudaremos mais a frente,
no préximo capitulo.

1.2 0 mecanismo da aceitacao postergada

Foi em busca de solucoes estaveis aos problemas cotidianos
que o algoritmo de Gale-Shapley foi estudado, testado empirica-
mente e, até mesmo, aplicado no mundo real, ainda que sua aplica-
¢ao difira deste ideal em alguns pontos.

As operacoes para a promocao do casamento estavel a par-
tir deste algoritmo podem ser utilizadas tanto pelos homens, sen-
do quem propde o casamento, como pelas mulheres, propondo-o ao
grupo oposto. Ainda assim, o resultado das unides nao precisa ser
necessariamente igual nas duas formas para que as alocacdes sejam
consideradas estaveis, uma vez que qualquer alocagao formada por
este algoritmo é provada estavel.

Quando temos situag¢ées com uma quantidade muito grande
de elementos, como o nimero de vestibulandos procurando univer-
sidades, néo é viavel procurarmos todas as combinacdes possiveis
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entre os agentes e, depois, dentre estas, as que sio estaveis (isto
é, que nio sofrem bloqueio e nido sdo instaveis). Logo, a utiliza-
¢ao do algoritmo sera extremamente vantajosa para a descoberta
mais rapida e eficiente de uma alocacido estavel, ainda que seu
resultado seja somente a apresentacdo de uma tnica combinacao
possivel de estabilidade dentre varias possiveis. Se é necessaria a
descoberta de todas as opcbes estaveis de alocacio, teriamos que
usar um segundo algoritmo para a resolucéo do problema, além do
que apresentaremos.

Para expor esse raciocinio pelo qual se desenvolve o algoritmo
de Gale-Shapley, segue uma demonstracao do processo de alocacao
de casais em atribuicées estaveis. A titulo de exemplo, tomamos o
universo de 5 homens e 5 mulheres, sendo eles: Victor (V); Wilson
(W); Xavier (X); Yuri (Y); Zé (Z); Ana (A); Beatriz (B); Carolina (C);
Débora (D); Erica (E).

A fim de seja respeitada a preferéncia individual de cada uma
dessas pessoas, cada uma deve listar os membros do outro grupo de
acordo com uma ordem de preferéncia para a escolha de seu parceiro
de casamento. Assim, o primeiro passo do algoritmo é que as pessoas
de ambos os grupos listem as pessoas do grupo oposto segundo uma
ordem de preferéncia.

= Notacao: Para denotar a preferéncia de A por X antes de
Y, utilizamos o simbolo “>”, da seguinte forma: X >,Y, que
significa que A prefere X a Y. Além disso, utilizamos o mesmo
sinal com o sentido oposto < na forma de Y < X para, também,
denotar que Y é menos preferivel que X por A.

Comecando pelos homens, Victor determina sua lista de pre-
feréncia da seguinte forma: ele prefere Ana a Carolina, mas prefere
Carolina a Débora. Sendo, prefere Débora a Erica e, por fim, Erica é
mais preferivel que Beatriz. Sendo assim, sua primeira opcdo é Ana
e sua ultima opcéo é Beatriz, ou seja:

VictorrA>C>D>FE>B
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Ja Wilson ao fazer sua propria lista, ordena suas proprias pre-
feréncias, de modo que escolhe Ana como a mulher mais preferivel
para se casar, preferindo-a a Débora. Admite, porém, que preferiria
Débora a Erica e Erica a Beatriz, ainda que preferisse Beatriz a
Carolina, de forma que Beatriz fosse sua pendltima opgéo, enquan-
to Carolina fosse a ultima, ou seja:

Wilson:A>D>E>B>C

Dessa forma, seguem-se as listas de preferéncia de cada indi-
viduo:

Victor: A>C>D>E>B Ana: Z>W>V>Y>X
Wilson: A>D>E>B>C Beatriz: V>X>Y>Z>W
Xavier: D>C>B>A>FE Carolina: Z>W>V>X>Y
Yuri: A>D>B>E>C Débora: V>W>Y>X>Z
Zé: C>D>A>B>E Erica: W>Z>X>Y>V

O segundo passo é a proposta de um grupo ao outro, segundo
a lista de preferéncia de cada pessoa do grupo que faz alguma coi-
sa. Noés identificaremos os homens como agentes proponentes e as
mulheres, que somente poderdo escolher dentre as propostas rece-
bidas, como agentes seletores.

= Notacao: Para denotar quem propbée a quem, usaremos
uma flecha especial “w”, da seguinte forma: X, Y, ... w A que
significa que X, Y, ... propéem para A. A escolha por este sim-
bolo em especial é motivada pelo fato de que é utilizada em
fisica para indicar transferéncia ou envio de informacéo, o que
corresponde a situagdo de fazer uma proposta de casamento.
Para indicar quando ninguém propoe a A, usaremos o simbolo
de vazio: @ w A.

Assim, os homens propéem as mulheres de que mais gostam,
de forma a escolher a primeira em cada lista de preferéncia.
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= Notacao: Para denotar o parceiro correspondente de cada
individuo, utilizaremos a moldura [ | ao redor desse parceiro
na lista do individuo.

As propostas da primeira rodada comec¢am com:

1* Rodada - propostas

Victor: [A]>C>D>E>B Vs A
Wilson: [Al>D>E>B>C W ws A
Xavier: [D]>C>B>A>E X~ D
Yuri: [Al]>D>B>E>C Y w A
Zé: [C]>D>A>B>E ZwC

A preferéncia de Victor, Wilson e Yuri é por Ana, de forma que
todos eles propoem a ela, enquanto Xavier escolhe propor a Débora
e Zé a Carolina, uma vez que sio elas as mulheres de que eles mais
gostam.

Em sequéncia, as mulheres que receberam pedidos ou propos-
tas de casamento (se houver alguma) escolhem o parceiro que acre-
ditam ser a op¢do mais atrativa, rejeitando as outras propostas.

=Notacao: Para indicar a escolha de um individuo a um ou-
tro, como a escolha de uma mulher por um homem, utilizare-
mos o simbolo “:”, de forma que A: X significa que A escolhe a

proposta de X.

Assim, cada mulher, ao analisar as propostas que recebeu (se
recebeu alguma), escolhe, dentre os homens que lhe propuseram,
aquele que é o mais preferivel em sua lista de preferéncia rejeitando

as demais propostas (se houver).
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1* Rodada - escolhas

V,W,Yw A Ana: Z > >V> Y>X AW
@ «» B Beatriz: V>X>Y>Z>W
Z w» C Carolina: Z]>W>V>X>Y ~CZ
X w» D Débora: V>W>Y>[X|>Z ~DX
¢~ E Erica: W>Z>X>Y>V

No caso de Ana, entre Victor, Wilson e Yuri, segundo sua
lista de preferéncia, o preferido Wilson. Assim, ela escolhe Wilson.
Ja Carolina, por somente receber a proposta de Zé, escolhe-o au-
tomaticamente. Também Débora escolhe Xavier, porque é o Uni-
co que lhe propode. Portanto, na primeira rodada de propostas, as
escolhas sdo feitas de tal modo, que Wilson é escolhido por Ana,
Z¢é por Carolina e Xavier por Débora, enquanto Victor e Yuri sio

rejeitados por Ana.

Atencao: E importante registrar a rejeicao por cada mulher nas lis-
tas dos homens pretendentes, para executar o algoritmo de forma
manual. No papel, podemos optar por riscar as sucessivas opcoes,
mas, aqui, adotaremos uma notacio especifica. Além disso, também
¢é natural riscar as listas das mulheres, mas veremos que nio ha ne-

cessidade nesse caso.

= Notacao: Para denotar que A rejeitou V, marcaremos um

circunflexo em A na lista de V.

Contudo, o processo continua com a segunda rodada de esco-
lhas a partir de novas propostas feitas as mulheres pelos homens que
foram rejeitados, de forma que os homens rejeitados facam, entéo,
uma nova proposta, dessa vez, as mulheres que acreditam ser a se-
gunda melhor opcao.
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2* Rodada - propostas

Victor: A>[C]>D>E>B Vw C
Wilson: [A]>D>E>B>C Wws A
Xavier: [D]>C>B>A>E Xw D
Yuri: A>D]>B>E>C Y~ D
Zé: [C]>D>A>B>E Zw C

No caso de Victor, ao ser rejeitado por Ana, ele decide pro-
por a Carolina, enquanto Yuri, também rejeitado por Ana, propoe
a Débora. Os homens que foram escolhidos na rodada anterior
continuam a propor as mesmas mulheres que os escolheram.

Dadas as novas propostas, as mulheres analisam suas novas
opcoes, assim como as que haviam escolhido na etapa anterior, e
escolhem uma delas cada, rejeitando as demais.

22 Rodada - escolhas

W A Ana: Z>W>V>Y>X AW
@~ B Beatriz: V>X>Y>Z>W
V,Zw C  Carolina: [Z|>W>V>X>Y L CZ
X, Yw D  Débora: V>W>Y|>X>Z - DY
Qw E Erica: W>Z>X>Y>V

Ana, por nao receber nenhuma nova proposta, continua com
Wilson, ao passo que Carolina, mesmo recebendo uma nova propos-
ta por parte de Victor, continua a escolher Zé. Entre Xavier e a nova
proposta de Yuri, Débora prefere Yuri, escolhendo, assim, trocar de
parceiro. Consequentemente, Victor e Xavier sdo os homens rejeitados.

Uma vez que esse processo continua até que todos os homens
sejam escolhidos por alguma mulher ou rejeitados por todas elas,
dado que nenhum homem volta a propor a uma mulher que ja o
rejeitou (porque, uma vez rejeitado, ele a elimina de sua lista), a
terceira rodada do algoritmo continua com novas propostas:
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3* Rodada - propostas

Victor: A>C>D|>E>B Vw D
Wilson: [A]>D>E>B>C W > A
Xavier: D>[C]>B>A>E X C
Yuri: A>D|>B>E>C Y ws D
Zé: [C]>D>A>B>E  ZwC

Xavier, que foi rejeitado por Débora, decide, nesta rodada,
propor a Carolina, enquanto Victor, que foi rejeitado tanto por Ana
como por Carolina, propde agora a Débora. Ao mesmo tempo, as
propostas anteriores bem-sucedidas mantém os parceiros, como as
unides de Wilson e Ana, Yuri e Débora, Zé e Carolina.

Feitas as novas propostas, as mulheres que as receberam,
Débora e Carolina, comparam tais pedidos, enquanto que as demais
mulheres continuam com o companheiro escolhido anteriormente:

3 Rodada - escolhas

W A Ana: Z>WHV>Y>X L AW
@ B Beatriz: V>X>Y>Z>W
Z,X w C Carolina: Z]>W>V>X>Y -~.CZ
Y,V D Débora: >W>Y>X>Z ~ DV
@ wE Erica: W>Z>X>Y>V

Ao nao receber nenhuma nova proposta, Ana continua com
Wilson. Simultaneamente, Carolina também continua a escolher o
mesmo parceiro da rodada anterior, Zé, ainda que tenha recebido
uma proposta de Xavier. Contudo, Débora prefere trocar seu par-
ceiro anterior, Yuri, ao escolher Victor como seu novo parceiro. Em
conformidade com tais decisbes, na terceira rodada de escolhas,
temos Ana emparelhada a Wilson, Carolina com Zé e Débora com
Victor, sendo as propostas de Xavier e Yuri as rejeitadas.
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Por 1sso, na quarta rodada, Xavier e Yuri, os homens rejeita-
dos na rodada anterior, fazem novas propostas, segundo a ordem de
suas listas de preferéncia:

4* Rodada — propostas e escolhas

Cada homem propode a primeira mulher, em sua lista, que nao
o0 rejeitou:

Vs D W A; XY w B; Z w» C.

Cada mulher opta pelo melhor homem, em sua lista, que lhe
propos (agora ou na rodada anterior):

D:V:A:W, B:X;, C:Z

Dessa maneira, de acordo com o processo descrito, apds essa
nova rodada de propostas e escolhas, obtemos:

Victor: A>C>[D|]>E>B Ana: Z>W>V>Y>X
Wilson: > D>E>B>C Beatriz: VoX|>Y>Z>W
Xavier: D>C>B]>A>E Carolina: [Z]>W>V>X>Y
Yuri: A>D>B>E|>C Débora: [V|>W>Y>X>Z
7é: [Cl>D>A>B>E  Erica: W>Z>X>[Y|]>V

Devido ao de fato de que Beatriz, até entdo, ndo havia recebido
nenhuma proposta, ao receber simultaneamente as propostas de
Xavier e Yuri, ela decide que, entre eles, prefere Xavier. Dessa for-
ma, Yuri é o inico homem ainda rejeitado.

Portanto, na quinta rodada, somente Yuri faz uma nova proposta:

5* Rodada — propostas e escolhas

Vw D Waws A; X B, Y w E; Zw C.
D:V;A:W;B:X;E:Y;C:Z
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Mais uma vez ocorre uma mudanca nas alocagoes a partir da
nova proposta dessa rodada, feita por Yuri a Erica, apols ser rejei-
tado trés vezes. Ela aceita-o automaticamente por ser a Uinica pro-
posta que recebe:

Victor: A>C>[D|>E>B Ana: Z>W>Vv>Y>X

Wilson: [A]>D>E>B>C Beatriz: V>X|>Y>Z>W
Xavier: D>C>[B]>A>E Carolina: ZI>W>V>X>Y
Yuri: A>D>B>[E]>C Débora: [V|>W>Y>X>Z
Zé: [C]>D>A>B>E  Erica: W>Z>X>[Y|>V

Finalmente, ndo é mais preciso continuar o processo, porque,
nesta ultima rodada, nenhum homem foi rejeitado, de forma que to-
dos os homens e mulheres estao agora casados em um emparelha-
mento considerado estavel (ndo ha nenhuma mulher que preferisse
estar com algum homem que também preferisse estar com ela, ao
invés de sua parceira).

Por exemplo, se Victor néo é casado com Ana, mesmo que a pre-
ferisse como sua primeira opcio ao invés de Débora (sua esposa),
é porque, no passado, ele propos a Ana, mas foi rejeitado em favor
de alguém de que ela gostava mais, no caso, Wilson (e, caso Ana
depois rejeitasse Wilson, seria por Zé, ainda melhor). Portanto, o
par (V, A) ndo é um par de bloqueio e o mesmo raciocinio se aplica
a qualquer outro par.

Note que o algoritmo sempre termina, isto é, sua execucgio
chega a um término, porque: cada lista de preferéncia é finita; o
numero de agentes proponentes é finito; nenhum deles repete uma
proposta apos rejeicao.

Nos proximos capitulos, teremos mais oportunidades de acom-
panhar o desenvolvimento do algoritmo Gale-Shapley passo a passo.
A préxima sec¢do contém exercicios que o leitor ja pode efetuar, bas-
tando que ignore a comparacao dos emparelhamentos obtidos.
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This content downloaded from 58.97.216.197 on Wed, 04 Sep 2024 02:44:51 UTC
All use subject to https://about.jstor.org/terms



1.3 O conceito de otimalidade

Nesse mecanismo de alocacoes que distribui de maneira es-
tavel os individuos, ha uma configuragao especifica nos resultados
que impoe o algoritmo como mais favoravel a um dos grupos, dos ho-
mens ou das mulheres, especificadamente aquele que faz as propos-
tas. Isto porque quem faz as propostas, como os homens, no exemplo
acima, comeca sempre com a possibilidade de unir-se a sua melhor
opc¢ao, por fazer o pedido a quem mais gosta, porém, se nao for es-
colhido por ela, ainda tem chance de propor a sua segunda melhor
opcao e, se for rejeitado mais uma vez, pode fazer o pedido a sua
terceira opc¢ao, e assim por diante, até que seja escolhido por uma
ou rejeitado por todas. Consequentemente, como mostra a movi-
mentac¢io de sua moldura [ | da esquerda para a direita, o homem
termina o processo de alocacdo com a melhor opcao possivel de
parceira que também o prefira.

Ao passo que uma mulher, ao depender dos pedidos dos ho-
mens, somente consegue escolher a melhor op¢do dentre as que re-
cebe e ndo a que viria ser sua melhor opcdo na lista de preferéncias,
pois, se 0 homem que mais lhe agrada nio lhe propor, ndo podera
escolhé-lo. A partir da primeira proposta que recebe, pode escolher
um parceiro e troca-lo conforme receber uma proposta melhor a
cada rodada, mas néo é garantido que chegue até sua melhor opc¢éo,
especialmente se receber somente uma proposta. Assim, suas esco-
lhas, motivadas por suas preferéncias individuais, representadas
pela moldura [ ], deslocam-se da direita para a esquerda, no sentido
oposto ao dos homens. Concluimos que as mulheres obtém suas pio-
res op¢oes possiveis.

Exemplo disso é o pareamento de Beatriz com Xavier, sua
segunda melhor opc¢do, no desenvolvimento da secdo anterior:
para isso, ela rejeitou a proposta de Yuri, mas, mesmo assim, nao
alcancou o que considera o melhor pareamento, uma vez que Victor,
sua primeira escolha, ndo lhe fez nenhuma proposta.

Em vista disso, os economistas identificam a seguinte classi-
ficacdo:
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=Definicdo: Uma alocacdo é détima para um conjunto de
agentes se, nessa alocacfo, cada um obtém o melhor par que
poderia obter em qualquer alocacao.

Esse é o caso do emparelhamento realizado pelo algoritmo
quando os homens propdem, sendo 6timo para o conjunto de todos
os homens, dentre os demais emparelhamentos estaveis.

Para cada agente, o melhor par possivel (ou seu “6timo”) néo é,
necessariamente, o primeiro em sua lista de preferéncia (em nosso
exemplo, para Xavier, o melhor possivel é Beatriz, e, ndo, Débora).
E com esse cuidado que a literatura técnica faz tal referéncia e que
também falaremos neste livro.

Observacao: Nosso raciocinio com as molduras se deslocando, aci-
ma, sugere que o emparelhamento obtido é 6timo para o conjunto de
agentes proponentes; porém, nio constitui uma demonstra¢do, que
precisa considerar qualquer outro emparelhamento potencialmente
melhor, ndo obtido pelo método descrito. Esse cuidado também sera
necessario no Capitulo 4, que versa sobre estratégias.

Para fazer a demonstracio, suponha que um homem X pode
casar, em um segundo emparelhamento pretensamente estavel,
com uma mulher A que prefere a esposa atribuida pela execucio de
Gale-Shapley com os homens proponentes. Entéo, A o rejeitou du-
rante esta execucdo em nome de Y, a quem prefere. Dentre todas as
situagoes, vamos trabalhar, portanto, com a primeira vez que uma
tal A rejeita um tal X. Nesse caso, Y ainda néo foi rejeitado, durante
esta execucao, por mulheres com quem poderia se casar num outro
emparelhamento estavel. Concluimos que todas as suas “esposas via-
veis” sdo, digamos, B, C, ... <, A. Em particular, naquele segundo em-
parelhamento pretensamente estavel, Y casa-se com alguma B <, A,
entdo (Y, A) forma um par de bloqueio ao segundo emparelhamento,
que nao pode ser estavel.

Outra caracteristica do algoritmo é dada pelo fato de que,
no desenvolver do mecanismo, utilizado tanto na forma de homens
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propondo como na de mulheres, a partir das mesmas listas de pre-
feréncia, nem sempre os casais formados serdo os mesmos nas duas
situagoes, o que nao impede que sejam considerados estaveis. Assim,
caso sejam as mulheres a realizar propostas, podemos obter um outro
emparelhamento, 6timo para as mulheres e péssimo para os homens.
Nesse caso, é possivel comparar todos os emparelhamentos estaveis
e mostrar que se situam entre esses dois extremos, o 6timo para os
homens e o 6timo para as mulheres.

No entanto, também é possivel ocorrer situacoes, dependendo
das listas de preferéncia, em que sejam formados casais iguais nos
dois processos. Nessas situagdes, como qualquer outro emparelha-
mento estavel deve estar entre os dois 6timos, concluimos que existe
somente essa alocacdo estavel, que é 6tima para todos. Para os indi-
viduos envolvidos nido ha nenhuma outra alocac¢ido que os beneficie
mais, sem comprometer a condi¢ao de estabilidade.

< Exercicios

1) Aplique o algoritmo, a partir das mesmas listas de preferéncia do
exemplo acima, do ponto de vista da proposta feita pelas mulheres,
verificando a existéncia de emparelhamento 6timo para todos (com
resultado igual ao exemplo acima). Repetimos as listas abaixo:

Ana: Z>W>V>Y>X Victor: A>C>D>E>B
Beatriz: V>X>Y>Z>W Wilson: A>D>E>B>C
Carolina: Z>W>V>X>Y Xavier: D>C>B>A>FE
Débora: V>W>Y>X>7Z  Yuri: A>D>B>E>C
Erica: W>Z>X>Y>V Zé C>D>A>B>E

Resultado: O emparelhamento é 6timo para todos, pois, em ambos os processos,
obtemos os pares V—-D; W—-A; X-B;Y-EeZ-C.

2) A partir das seguintes listas de preferéncia, determine os empare-
lThamentos feitos tanto quando os homens propéem como quando as

mulheres propoem e analise se ocorre uma alocagéo 6tima para todos:
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Otavio (O): J>L>N>I1I>M Isabella(l): T>O>R>S>P
Pedro (P): I>J>L>M>N Joana (J): T>S>R>0>P
Rodrigo (R): I>M>J>L>N Laura (L): T>P>0>R>S
Sérgio (S): J>L>M>I>N Marina(M): P>R>S>T>0
Thiago (T): M>J>I>L>N Natalia(N): R>0>S>P>T

Resultado: Os pares formados quando os homens propéem sdo: O—N, P-L, R—1, S—J,
T—M. Os pares formados quando as mulheres propoem sdo: - R, J—T, L—- P, M-S,
N - O. Consequentemente, ndo ha um emparelhamento 6timo para todos, porque
as alocagbes diferem e os pares Sérgio—Joana e Thiago—Marina sdo trocados.

1.4 Programacao de um computador

Esta secdo é voltada ao leitor interessado na programacao do
algoritmo Gale-Shapley em um computador; em outras palavras,
como o mesmo pode ser implementado em uma linguagem de pro-
gramacao sequencial.

A importancia da noc¢ao de algoritmo e de ter algoritmos para
resolver problemas é que tais métodos sdo totalmente especifica-
dos em uma sequéncia de passos ou etapas, nao deixando nenhum
procedimento ou escolha a critério de quem os utiliza. Desse modo,
primeiramente, tais procedimentos podem ser delegados a maqui-
nas que trabalham muito rapido, mas sem nenhuma criatividade:
os computadores.

Em segundo lugar, se duas pessoas seguirem o mesmo algorit-
mo para resolver um mesmo problema (com as mesmas informagoes),
elas deverao obter o mesmo resultado, ainda que trabalhem de modo
independente. (Algoritmos podem, sim, utilizar fontes aleatérias de
informacéo, com fins de simular um mesmo experimento ou monta-
gem muitas vezes e variadamente, mas produzirdo o mesmo resul-
tado toda vez que a mesma sequéncia de informagao for utilizada.)
O resultado obtido com o algoritmo, por sua vez, é definido pelo
método e passivel de estudo formal, como vimos ao identificar a oti-
malidade de Gale-Shapley para os agentes proponentes, o que nio
seria possivel para uma escolha arbitraria de emparelhamento es-
tavel, nem demonstravel sem conhecer o funcionamento do método.
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A principal diferenca desta secdo em relacido a apresentacio
anterior, que ja é “procedural”, consiste na representacio apropria-
da das informacées no computador, mas, fazemos, também, uma
pequena modificacdo no procedimento em que, antes, as mulheres
avaliavam todas as propostas recebidas, inclusive aquela selecio-
nada na rodada anterior, enquanto agora avaliardo cada proposta
assim que for recebida. Essa alteragio pode diminuir o nimero de
rodadas ou antecipar a rodada de rejeicdo para cada homem, mas
mantém o mesmo resultado.

Utilizamos alguns raciocinios e estruturas presentes em Knuth
(1997), especialmente sua Aula 6. Porém, nao o seguimos totalmente;
utilizamos alguma redundéancia e trabalhamos com nossa hipétese
atual de um mesmo nimero de homens e mulheres, digamos n.

O programa representara tanto os homens como as mulheres
como numeros de 1 a n. A primeira tarefa é ler e armazenar suas
listas de preferéncia. Comeg¢amos com uma matriz ListasHomens,
cuja posicao (i,)) registra a j-ésima opc¢ado do homem i em ordem de-
crescente. Desse modo, ListasHomens é semelhante a listagem que
fizemos no texto:

paraidelan:
parajdelan:
leia %k (identificacdo da mulher);
armazene k em ListasHomens (i,)).

Aslistas das mulheres serdo armazenadas de um modo diferen-
te, para facilitar a comparacio das propostas recebidas: a posicio (i,))
da matriz NotasMulheresidentificara, paraa mulheri, qual éa “nota”
do homem j em sua lista, de modo que o primeiro homem tem nota n o
segundotemnota n—1eassim por diante, até o tltimo, que temnota 1.
Observe que os homens mais preferidos tém notas mais altas. Essa
lista requer cuidado em seu carregamento, a partir das listas, como
feitas nos exemplos:

paraide 1 a n:
para k de 1 a n:
leia j (identificacdo do homem);
armazene n + 1 — k em NotasMulheres (i,)).
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Agora precisamos criar um registro de onde esta a moldura
nas listas dos homens e das mulheres. Para os homens, registrare-
mos a posi¢do da moldura, mas, para as mulheres, registraremos
o conteudo da moldura. Usaremos, para comecar, o numero 0, mas
pode ser necessario adotar outro nimero ou simbolo, dependendo
do uso dos indices acima na linguagem de programacio. Também
precisamos saber quem esta rejeitado ou sem propostas.

paraidelan:
armazene 0 em MoldurasHomens(i) e NoivosMulheres(i);
armazene SIM em HomensLivres(i) e MulheresLivres(i);

Agora, fazemos com que cada homem realize sua proposta e
seja avaliado pela mulher eleita, que pode ou néo o substituir em
detrimento do anterior (se houver). Ela fara isso em uma cadeia de
condicionais “se—caso contrario”:

(*)paraidelan:
se HomensLivres(i) = SIM ent&o:

aumente MoldurasHomens(i) uma unidade;

armazene MoldurasHomens(?) em j;

se MulheresLivres(j) = SIM ent&o:
armazene i em NoivosMulheres(j)
armazene NAO em MulheresLivres(j) e HomensLivres(i).

caso contrario, se

NotasMulheres(j,i)>NotasMulheres(j), NoivosMulheres(j)

entao:
armazene SIM em HomensLivres(NoivosMulheres(j);
armazene NAO em HomensLivres(i);
armazene i em NoivosMulheres(j).

Devemos verificar se algum homem foi rejeitado, o que requer
uma nova rodada de propostas:

paraidelan:
se HomensLivres(z) = SIM entao:
retorne ao ponto (¥).
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No caso de um numero distinto de homens e mulheres, ve-
remos, futuramente, que se deve incluir nessa condic¢io o teste de
ainda néo ter percorrido toda a sua lista de preferéncia.

Finalmente, podemos imprimir os casais formados:

paraide 1 a n:
escreva “i casado com MoldurasHomens(7)”.

Uma preocupagdao moderna com algoritmos é sobre sua efi-
ciéncia, isto é, o nimero de passos ou operacdes que o algoritmo re-
quer que o computador faca, especialmente em func¢io do tamanho
do problema especificado, aqui, o nimero n de homens ou mulheres.
Mesmo com os ultimos avancos da tecnologia, preocupagdes com o
tempo de execucio e com o espaco necessario (tamanho da memoria)
sao cotidianos, porque as dimensoes dos problemas a serem trata-
dos na pratica também crescem rapidamente.

Informacg6es mais apropriadas sobre eficiéncia, sua defini¢do e
seu calculo, constituem um tema da ciéncia da computacéo e podem
ser inicialmente obtidas em Knuth (1997) e Gusfield; Irving (1989).
Aqui, relatamos apenas que Gale-Shapley, na forma desta secao,
pode requerer passos da ordem de até n? para terminar; por “ordem”,
aqui, entende-se que esse numero de passos, em funcio de n, é um
polinémio de segundo grau ou é limitado por um tal polinomio; para
valores muito grandes de n, o termo de segundo grau domina os de-
mais. Note que também a entrada de dados, isto é, a leitura das listas
de preferéncia, ja requer 2n® operagoes de leitura simples; entao, é
significativo que o procedimento em si ndo supere essa ordem.
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